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ABSTRAK 
 
 
 
Skripsi ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial parabolik 
nonlinier ),()( txguuu xxt    menggunakan modifikasi metode iterasi variasi 
berdasarkan syarat batas 0),1(),0(  tutu  dan syarat awal )()0,( xfxu  . 
Berdasarkan hasil kajian diperoleh bahwa persamaan diferensial parabolik 
nonlinier dapat diselesaikan dengan menggunakan modifikasi metode iterasi 
variasi, baik yang homogen maupun yang nonhomogen. 
 
Kata kunci : Metode iterasi variasi, Modifikasi metode iterasi variasi, persamaan   
                      diferensial parabolik nonlinier. 
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BAB I 
PENDAHULUAN  
 
 
1.1   Latar Belakang  
 
  Berbagai cabang ilmu pengetahuan seperti sosial, fisika, biologi, dan kimia 
bahkan dalam kehidupan sehari-hari seringkali muncul suatu permasalahan yang 
dapat dimodelkan ke dalam suatu model matematika. Salah satu model 
matematika yang sering digunakan adalah persamaan diferensial.  
Beberapa model matematika dalam bentuk persamaan diferensial tersebut 
berupa persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan 
diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang memuat satu variabel bebas, 
sedangkan persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial yang 
memuat lebih dari satu variabel bebas. 
 Persamaan diferensial terdiri dari persamaan linier dan persamaan 
nonlinier, persamaan nonlinier terdiri dari beberapa macam persamaan 
diantaranya persamaan hiperbolik nonlinier, persamaan parabolik nonlinier, 
persamaan eliptik nonlinier, dan lain sebagainya. Persamaan-persamaan tersebut 
mempunyai penyelesaian yang berbeda-beda. 
 Penyelesaian persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan berbagai 
metode, diantaranya penyelesaian persamaan parabolik dengan menggunakan 
metode dekomposisi Adomian oleh Ahcene Merad (2011), penyelesaian 
persamaan Klein-Gordon menggunakan metode iterasi variasi oleh Syed Tauseef 
Mohyud-Din, dan Ahmet Yildirim (2010), selanjutnya penyelesaian persamaan 
nonlinier parsial dengan menggunakan modifikasi metode iterasi variasi dan 
metode homotopi perturbasi oleh Behrouz Raftari (2009), selanjutnya modifikasi 
dari metode iterasi variasi dan metode dekomposisi adomian untuk menyelesaikan 
persamaan Sine-Gordon oleh Syed Tauseef Mohyud-Din, Muhammad Aslam 
Noor dan Khalida Inayat Noor (2009). 
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Berdasarkan uraian di atas penulis tertarik untuk meneliti modifikasi 
metode iterasi variasi  dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial 
parabolik nonlinier dengan judul   “ Penyelesaian Persamaan Diferensial 
Parsial Parabolik Nonlinier dengan Menggunakan Modifikasi Metode Iterasi 
Variasi ”. 
 
1.2    Rumusan Masalah 
Rumusan masalah pada tugas akhir ini adalah bagaimana penyelesaian 
persamaan diferensial parsial parabolik nonlinier dengan persamaan umum 
),()( txguuu xxt    dan komponen nonlinier )(u  menggunakan modifikasi 
metode iterasi variasi.  
 
1.3    Batasan Masalah  
Batasan masalah tugas akhir ini penulis membatasi pada persamaan 
differensial parsial parabolik nonlinier dengan persamaan umumnya 
),()( txguuu xxt    dengan variabel bebas masing-masing x  dan t , 
menggunakan modifikasi metode iterasi variasi. 
 
1.4    Tujuan dan Manfaat  
1. Tujuan penelitian  
Penelitian ini bertujuan untuk : 
menyelesaikan persamaan diferensial parsial parabolik nonlinier  
),()( txguuu xxt    menggunakan modifikasi metode iterasi variasi.  
2.   Manfaat Penelitian 
             Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah 
dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil sebagai berikut : 
a.   Penulis dapat mengetahui tentang solusi eksak dari penyelesaian persamaan 
diferensial parsial parabolik nonlinier. 
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b.  Dapat mengetahui apakah modifikasi metode iterasi variasi dapat atau tidak 
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial parabolik, baik 
yang homogen maupun yang nonhomogen. 
 
1.5    Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan pada tugas akhir ini terdiri dari beberapa bab yaitu: 
Bab I    Pendahuluan 
 Bab ini berisikan latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan 
masalah, tujuan penulis , dan sistematika penulisan. 
Bab II     Landasan Teori 
Bab ini menjelaskan tentang landasan teori yang digunakan, seperti: 
bentuk-bentuk persamaan diferensial parsial,  klasifikasi persamaan 
diferensial parsial, metode iterasi variasi, metode dekomposisi 
adomian, modifikasi metode iterasi variasi. 
Bab III     Metodologi 
Bab ini berisikan studi literatur yang digunakan penulis dan berisikan 
serta langkah-langkah yang digunakan untuk mencapai tujuan dari 
tugas akhir ini. 
Bab IV     Pembahasan 
Bab ini berisikan tentang modifikasi dari metode iterasi variasi yang 
digunakan untuk membahas persamaan diferensial parsial parabolik 
nonlinier dengan persamaan  ),()( txguuu xxt   , serta 
memperlihatkan grafik akurasinya.  
Bab V       Penutup 
Bab ini berisikan kesimpulan dari seluruh uraian dan saran-saran untuk 
pembaca. 
 
II-1 
 
BAB II 
LANDASAN TEORI 
 
Adapun landasan teori yang digunakan pada tugas akhir ini sebagai berikut :     
2.1    Bentuk -  Bentuk Persamaan Diferensial Parsial  
Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial yang memuat 
lebih dari satu variabel bebas. Bentuk umum persamaan diferensial parsial orde 
dua dengan dua dimensi adalah : 
GFuEuDuCuBuAu yxyyxyxx           (2.1) 
Berdasarkan persamaan (2.1) maka, bentuk – bentuk dari persamaan diferensial 
parsial dapat di kelompokkan sebagai berikut : 
a. Persamaan  Diferensial Parabolik. 
Persamaan (2.1) dikatakan persamaan diferensial parabolik jika 
042  ACB . Persamaan diferensial parabolik biasanya merupakan persamaan 
yang tergantung pada waktu dan penyelesaiannya memerlukan kondisi awal dan 
syarat batas. Persamaan yang paling sederhana yaitu perambatan panas, dengan  
bentuk persamaan  
 2
2
2 11
u
xx
u
xt
u






            (2.2) 
 
b. Persamaan Diferensial  Eliptik 
Persamaan (2.1) dikatakan persamaan eliptik jika 042  ACB . Persamaan 
diferensial eliptik adalah persamaan yang berhubungan dengan masalah 
kesetimbangan atau tidak bergantung pada waktu dan penyelesaiannya 
memerlukan kondisi batas disekeliling daerah tinjauan. Seperti aliran air tanah 
dibawah bendungan dan karena adanya pemompaan serta difleksi pelat akibat 
pembebanan, dengan bentuk persamaan :  .       
0
2
2
2
2






y
u
x
u
                        (2.3)          
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c)    Persamaan Diferensial Hiperbolik  
Persamaan (2.1) dikatakan persamaan diferensial hiperbolik jika 
042  ACB . Persamaan diferensial eliptik biasanya berhubungan dengan 
getaran atau permasalahan dimana terjadi diskontinu dalam waktu, seperti 
gelombang kejut yang terjadi diskontinu dalam kecepatan, dan rapat massa. 
2
2
2
2
2
x
u
C
t
u





             (2.4) 
 
2.2    Klasifikasi Persamaan Diferensial Parsial  
Persamaan diferensial parsial dapat dibagi ke dalam beberapa kelompok, 
berdasarkan hal-hal sebagai berikut : 
a) Berdasarkan Orde 
Orde suatu persamaan diferensial adalah orde turunan tertinggi yang muncul 
dalam persamaan diferensial tersebut. 
Contoh : 
i. 0)1()(
2
1 2  uuuu xt , persamaan diferensial parsial orde 1  
ii.  22xuuu xxt  , persamaan diferensial parsial orde 2     
 
b) Berdasarkan Linier dan Nonliniernya  
Linier atau nonlinier suatu persamaan diferensial dapat dilihat dari 
koefisien suatu fungsi turunan, jika koefisiennya konstanta atau suatu fungsi lain 
maka persamaan itu disebut persamaan diferensial linier, sedangkan jika 
koefisiennya suatu fungsi integral dari fungsi diferensial yang ada pada persamaan 
tersebut maka persamaan itu disebut persamaan diferensial nonlinier. 
Pada tugas akhir ini persamaan umum diferensial parabolik yang berbentuk 
),()( txguuu xxt   bisa berbentuk linier dan bisa berbentuk nonlinear, tetapi 
disini memisalkan  fungsi )(u  ke dalam bentuk nonlinier. 
Contoh : 
i.   0
2
1 2  xxt uxu , persamaan diferensial parsial linier 
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ii. 0 xxt uuu , persamaan diferensial parsial nonlinier 
 
c)   Homogen dan Nonhomogen  
Menentukan kehomogenan pada persamaan diferensial dapat dilihat dari 
fungsi persamaan diferensial itu sendiri. Menentukan homogen dari persamaan 
umum ),()( txguuu xxt    yaitu  apabila fungsi 0),( txg  maka persamaan 
itu dikatakan homogen dan apabila fungsi 0),( txg  maka fungsi itu 
nonhomogen. 
Contoh : 
i.  0 xxt uu , persamaan diferensial homogen             
ii. xxxt ettuu
2)sin(cos  , persamaan diferensial nonhomogen  
  
2.3    Metode Iterasi Variasi  
Metode iterasi variasi adalah salah satu metode yang digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial parsial  dengan menggunakan pengali 
Lagrange umum yang diidentifikasi secara optimal melalui teori yang variational, 
dan perkiraaan awal dapat dipilih secara bebas dengan kostanta yang tidak 
diketahui.  
Bentuk umum dari persamaan diferensial adalah  
 ),()()( txguNuL   
Persamaan di atas diubah menjadi :    
 ),( txgNuuLuL xt                    (2.5) 
dengan ,, xt LL adalah operator linier ,, xt  dan N  adalah operator nonlinier dan 
),( txg  adalah fungsi kontinu yang diberikan.  
Selajutnya persamaan (2.5) diubah ke dalam  metode iterasi variasi yaitu: 
   
t
nxnsnn dstxguNLuLtxutxu
0
1 ),(
~)(),(),(                    (2.6) 
dengan ),(0 txu  ditetapkan 
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),(0 txu  adalah nilai awal yang diketahui  
  adalah fungsi pengali Lagrange 
nu
~ adalah variasi yang terbatas  
0,1  nun , untuk mencari nilai fungsi pengali Lagrange )(  digunakan 
persamaan : 
1)(
)!1(
)1(
)( 


 m
m
ts
m
s    
dengan m  adalah banyak orde 
Setelah didapat nilai fungsi pengali Lagrangenya, lalu disubstitusikan ke  
persamaan  (2.6) untuk mencari nilai 1u , selanjutnya untuk mencari  nilai 
nuuu ..., 32  sampai mendekati solusi eksaknya. Metode ini dapat ditulis dalam 
bentuk 
),(lim),( txutxu n
n 
           (2.7) 
Pandang persamaan  
),()( txguuu xxt                                               (2.8) 
dengan nilai awalnya )()0,( xfxu  . Persamaan (2.8) dapat diselesaikan dengan 
metode iterasi variasi yaitu : 
persamaan (2.8) diubah menjadi ),()( txguuu xxt   . Untuk menyelesaikan 
persamaan (2.8) langkah pertama dicari fungsi pengali Lagrange yaitu : 
1)(
)!1(
)1( 


 m
m
ts
m
  
Dengan m  merupakan banyak orde pada persaman (2.8). Karena persamaan (2.8) 
nilai u  hanya diturunkan  sekali  terhadap t  maka 1m , sehingga didapat nilai 
fungsi pengali Lagrangenya : 
1
)(
)!11(
)1( 11




 ts
m

 
II-5 
 
Selanjutnya, akan  dicari nilai 1u , karena nilai ou  dan nilai   sudah diketahui 
maka  
  dstxguNLuLtxutxu
t
nxnsnn   01 ),(
~),(),(   














t
dstxgu
x
txu
s
txu
txutxu
0 2
0
2
0
01 ),()(
),(),(
1),(),(   
  
Langkah selanjutnya dicari nilai   
      
),(
),(2
txu
txu
n
  
sehingga solusi dari persamaan (2.8) adalah  
).,(lim),( txutxu n
n 
  
 
Contoh 2.1 (Lin Jin, 2008) : 
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial parabolik linier berikut : 
0)(
2
1 2  xxt uxu            
dengan  
masalah nilai awal 2)0,( xxu    
Penyelesaian : 
Langkah pertama dicari nilai fungsi pengali Lagrange )( , sebagai berikut : 
1)(
)!1(
)1( 


 m
m
ts
m
  
11
1
)(
)!11(
)1( 


 ts  
1  
Selanjutnya persamaan diferensial parsial parabolik linier dibentuk ke dalam 
metode iterasi variasi sehingga 
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  
t
nxxnsnn dsguNLuLtxutxu
0
1
~)(),(),(   
 







t
xxs
dstxuxsxutxutxu
0
0
2
001 )),((
2
1
),(),(),(  
            ds
x
x
t








0
2
2 )2(
2
0  
            
t
dsxx
0
22
 
            txx 22   
            )1(2 tx   
 
untuk menentukan   ),(2 txu  didapat dengan menggantikan nilai variabel t  dengan 
s pada ),(1 txu , sehingga persamaan tersebut menjadi  )1(),(
2
1 sxtxu  , 
selanjutnya ),(2 txu diperoleh : 
      dssxuxsxutxutxu
t
xxs







0
1
2
112 ,
2
1
,),(),(  
dssxxtxx
t








0
2222 )1(2
2
1
 

t
dssxtxx
0
222 )(  
2222
2
1
txtxx   
)
!2
1(
2
2 ttx   
 
Menententukan ),(3 txu , dilakukan dengan menggantikan nilai variabel t  dengan 
s  pada persamaan ),(2 txu  sehingga diperoleh )
2
1(),(
2
2
2
s
sxtxu  , sehingga 
),(3 txu  diperoleh : 
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    







t
xxs
dssxuxsxutxutxu
0
2
2
223 ),(
2
1
,),(),(  
     dssxuxsxutxtxx
t
xxs







0
2
2
2
2222 ),(
2
1
,
2
1
 
ds
sx
txtxx
t








0
22
2222
22
1
 
62
1 322222 txtxtxx   
)
!3!2
1(
32
2 tttx   
Jadi, solusi yang didapat dari persamaan 0),(
2
),(
2
 txu
x
txu xxt  dengan nilai 
awal 2)0,( xxu   adalah : 
)1(),( 21 txtxu   
)
2
1(),(
2
2
2
t
txtxu   
)
!3!2
1(),(
32
2
3
tt
txtxu   
  
)
!
...
!3!2
1(),(
32
2
n
ttt
txtxu
n
n   
dan solusi eksaknya yaitu : 
22
32
)
!
...
!3!2
1(lim),( xex
n
ttt
ttxu t
n
n


 
 
2.4    Metode Dekomposisi Adomian 
Metode dekomposisi Adomian adalah salah satu metode yang digunakan 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial linier dan nonlinier, metode ini cukup 
efektif dalam menghampiri solusi eksak. 
Pertimbangkan persamaan ),,( txguuu xxt  untuk 10  t , dengan syarat 
awal 0),(),0(  tLutu  dan )()0,( xfxu  , atau dalam bentuk operator  
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),(),( txgNutxuLt           (2.9) 
dengan nilai awal 
t
Lxfxu


 ),()0,(  adalah operator diferensial. Diasumsikan 
bahwa invers operator 1tL  ada, dan merupakan integral tunggal terhadap t  dari 0  
sampai t , yaitu 
 

t
t dtL
0
1 )()(  
dengan menerapkan invers operator kedalam persamaan (2.9) diperoleh 
),(),( 111 txgLNuLtxuLL tttt
   
Berdasarkan nilai awal yang diberikan )()0,( xfxu  ¸ maka persamaan di atas 
dapat ditulis  
),()0,(),( 11 txgLNuLxutxu    
atau 
),()(),( 11 txgLNuLxftxu tt
                         (2.10) 
Penyelesaian persamaan (2.10) merupakan komposisi fungsi-fungsi tak diketahui 
yaitu fungsi ),( txu  yang merupakan deret ),(,...),,(),,(),,( 1210 txutxutxutxu n  
ditulis 
...),(),(),(),( 210  txutxutxutxu  
                    



0
),(
n
n txu  
 Selanjutnya komponen nonlinier Nu  diekspansi dengan menggunakan 
deret polinomial Adomian nA  , ditulis 




0n
nANu  
maka, persamaan (2.10) menjadi 






 



0
11 ),()(),(
n
ntt ALtxgLxftxu       (2.11) 
sehingga diperoleh polinomial Adomian nA  dari persamaan (2.11), yaitu : 
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







 02
2
00 u
x
uA  
















 02
2
112
2
01 u
x
uu
x
uA  
























 02
2
212
2
122
2
02 u
x
uu
x
uu
x
uA  
  
karena,  
),()(),( 10 txLxftxu t 
  
maka, 
)(),( 0
1
1 ALtxu t
  
)(),( 1
1
2 ALtxu t
  
  
0),(),( 11 

 nALtxu ntn  
 Selanjutnya setelah nilai suku-suku ),(,...),,(),,(),,( 1210 txutxutxutxu n  
telah diketahui, maka penyelesaian dapat diperoleh dengan menggunakan 
hampiran  
),(lim),( txtxu n
n


  
dengan  




1
0
),(),(
n
k
kn txutx  
 
Contoh 2.2 (Lin Jin, 2008) : 
Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial parabolik linier berikut : 
0)(
2
1 2  xxt uxu  
dengan  
kondisi awal 2)0,( xxu   
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Penyelesaian : 
),()(),( 10 txLxftxu t 
  
                  dsx
t
 0
2 0  
                    2x  
Untuk memperoleh nilai ),(1 txu , maka dicari nilai 0A  yaitu : 
2
2
2
0
2
2
0
)2(
2
1
2
1
x
x
x
u
xA













 
karena, )(),( 0
1
1 ALtxu t
 , maka 
tx
dtxtxu
t
2
0
2
1 ),(

   
Selanjutnya 1A  diperoleh  





















2
0
22
2
1
22
1
22 x
ux
x
ux
A  
  )2(
2
)2(
2
22 x
t
x
    
                 )1(2 tx   
maka, 
 )(),( 1
1
2 ALtxu t
  
                         
t
dttx
0
2 )1(  
                       






2
2
2 ttx  
Demikian pula untuk menentukan 2A  diperoleh  































2
0
2
2
1
22
2
2
22
2
222 x
ux
x
ux
x
ux
A  
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                      2
2
2
2
2
2
22
2
2 x
t
x
tt
x
  
                






2
21
2
2 ttx  
maka 
)(),( 2
1
3 ALtxu t
  
                        dt
t
tx
t
 






0
2
2
2
21  
                       






6
3
22 tttx  
Selanjutnya persamaan dapat diperoleh 
...),(),(),(),(),( 3210  txutxutxutxutxu  
                      ...
62
3
22
2
222 












t
ttx
t
txtxx                   
 
2.5    Modifikasi Metode Iterasi Variasi  
Pertimbangkan persamaan umum diferensial berikut : 
),( txgNuLu                                                                      (2.12) 
dengan L  adalah operator linier, N  adalah operator nonlinier, dan )(xg  adalah 
homogenius.  
Metode iterasi variasi diberikan sebagai berikut : 
 
x
nn dssgsuNsLuxx
0
n1n ))()(
~)(()(u)(u       (2.13) 
dengan   adalah pengali Lagrange, dengan mengubah )(~ suN n  dengan 
dekomposisi Adomian, maka diperoleh modifikasi metode iterasi variasi sebagai 
berikut : 
  



t
n
nn dxxgAxLuxx
0 0
n1n ))()(()(u)(u       (2.14) 
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Contoh 2.3 (Lin Jin, 2008) :  
Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial parabolik linier berikut : 
0)(
2
1 2  xxt uxu  
dengan  
kondisi awal 2)0,( xxu   
Penyelesaian: 
Untuk menentukan nuu ,..,1  terlebih dahulu ditentukan pengali Lagrange  
1)(
)!1(
)1( 


 m
m
ts
m
  
dengan m  adalah  banyak orde 
11
1
)(
)!11(
)1( 


 ts  
1  
Persamaan modifikasi iterasi variasi diberikan : 
  



t
n
nn dxxgAxLuxx
0 0
n1n ))()(()(u)(u                  (2.15) 
Jika   disubstitusikan ke persamaan (2.15), maka diperoleh : 
  


















t
n
n
n
nn dsA
x
u
s
u
xtxu
0 00
2
2
2
2
2
1n ),(      (2.16) 
Oleh karena 

0n
nA merupakan operator nonlinier, sedangkan yang akan 
diselesaikan adalah persamaan linier, maka 



0
0
n
nA . 
Jika diaplikasikan ke dalam persamaan (2.16), diperoleh : 
  














t
n
nn
n ds
x
u
s
u
xtxu
0 0
2
2
2
2
2),(  
 20 ),( xtxu   
 












t
ds
x
u
s
u
xtxu
0 2
0
2
0
2
2
1 )1(),(  
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                dsx
t
  0
2 20  
               tx 22   
 

























t
ds
x
u
x
u
s
u
txtxu
0 2
1
2
2
0
2
0
2
2
2 )1(2),(  
  dstx
t
  0
2 2202  
dstx
t
 0
2 42  
tx 62   
 




























t
ds
x
u
x
u
x
u
s
u
txtxu
0 2
2
2
2
1
2
2
0
2
0
2
2
3 )1(6),(  
  dstx
t
  0
2 22206  
dstx
t
 0
2 66  
tx 122   
maka, diperoleh solusi  
txtxu 12),( 2   
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METODOLOGI 
 
 
Metode yang digunakan penulis pada  Tugas Akhir ini adalah studi literatur, 
dengan langkah-langkah sebagai berikut: 
1. Persamaan diferensial parabolik nonlinier dengan persamaan umumnya 
),()( txguuu xxt   . 
2. Menentukan pengali Lagrange nya yaitu : 
1)(
)!1(
)1( 


 m
m
ts
m
  
dengan m  adalah banyak orde. 
3. Menentukan nA  , dengan nA  adalah metode Dekomposisi Adomian yaitu : 








 02
2
00 u
x
uA  
















 02
2
112
2
01 u
x
uu
x
uA  
























 02
2
212
2
122
2
02 u
x
uu
x
uu
x
uA  
  
4. Menentukan ...),,(),,(),,( 321 txutxutxu  dengan menggunakan modifikasi 
metode iterasi variasi yaitu : 
 


 
t
n
nnnn dxxgAxLuxuxu
0
0
1 ))()(()()(  . 
5. Memperlihatkan akurasi dari modifikasi metode iterasi variasi dengan nilai 
eksaknya.  
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BAB IV 
PEMBAHASAN 
 
4.1 Persamaan Homogen 
Pertimbangan kembali persamaan diferensial parsial  parabolik  berikut ini  
),()(
2
2
txgu
x
u
t
u






            (4.1) 
dengan syarat batas 0),1(),0(  tutu  dan syarat awal )()0,( xfxu  . Persamaan 
pada (4.1) dapat ditulis dalam bentuk operator : 
),()( txguuLuL xxt             (4.2) 
Komponen )(u pada persaman (4.1) berbentuk nonlinier dan 
t
u
Lt


  adalah 
operator diferensial. Persamaan (4.2) dikatakan homogen apabila 0),( txg . 
Untuk menyelesaikan persamaan (4.2) dilakukan dengan mengubah persamaan ini 
ke dalam modifikasi metode iterasi variasi yaitu: 
dsxgA
x
u
s
u
stxuu
t
n
n
n
nn
nn   


















0 00
2
2
2
2
1 )()(),(        (4.3) 
Selanjutnya akan ditentukan  fungsi pengali Lagrange )(  yaitu: 
1)(
)!1(
)1( 


 m
m
ts
m
  
Kemudian setelah pengali Lagrange didapat akan ditentukan   
),(1 txu ),(),,( 32 txutxu  sehingga diperoleh : 
)(),(0 xftxu   





t
m
m
ts
m
txutxu
0
1
01 )(
)!1(
)1(
),(),(  
 dstxgA
x
txu
s
txu












),(
),(),(
02
0
2
0  
dstxgA
x
xf
s
xf
ts
m
xf
t
m
m
















 
0
02
2
1 ),(
)()(
)(
)!1(
)1(
)(  
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




t
m
m
ts
m
txutxu
0
1
12 )(
)!1(
)1(
),(),(  
  dstxgAA
x
txu
x
txu
s
txu
























),(
),(),(),(
102
1
2
2
0
2
0  





t
m
m
ts
m
txutxu
0
1
23 )(
)!1(
)1(
),(),(  
  dstxgAAA
x
txu
x
txu
x
txu
s
txu



























),(
),(),(),(),(
2102
2
2
2
1
2
2
0
2
0
   
),( txun   
Sehingga diperoleh nilai nuuu ,..., 21  dan solusi dari persaman (4.3) yaitu: 
).,(lim),( txutxu n
n 
  
 
Contoh 4.1 (A. Soufyane, 2005) : 
Tentukan penyelesaian persamaan differensial parsial parabolik nonlinier berikut 
ini: 
211 u
x
u
x
u xxt 











           (4.4) 
dengan  
nilai awal xxu )0,(   ,  
Penyelesaian : 
Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.4) dilakukan 
dengan menentukan nilai ),(...),,(),,(,),( 321 txutxutxutxu n , namun sebelumnya 
akan ditentukan fungsi pengali Lagrange )( , yaitu : 
1
)(
)!11(
)1(
)(
)!1(
)1(
11
1














ts
ts
m
m
m
m
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Selanjutnya akan ditentukan  0A  yaitu : 
2
00 uA   
.2x  
Setelah diperoleh 0A , maka ),(1 txu  diperoleh : 





t
m
m
ts
m
txutxu
0
1
01 )(
)!1(
)1(
),(),(  
dstxgA
x
txu
s
txu












),(
),(),(
02
0
2
0  
dsx
xx
u
xs
u
x
t














0
2
2
0
2
0 11)1(  
 dsxx t  0 00)1(  

t
dsxx
0
)(  
txx   
Selanjutnya 1A  didapat  
101 2 uuA   
))((2 txxx   
)(2 xtxx   
Selanjutnya perhatikan kembali ),(1 txu , kemudian ganti t  dengan s  pada 
persamaan ),(1 txu  sehingga bentuk  sxxtxu ),(1  dan ),(2 txu  didapat : 
 ),(),( 12 txutxu 


t m
m
ts
m0
1)(
)!1(
)1(
 
dstxgA
x
A
xx
txu
xs
txu




































),(
11),(1),(
102
1
2
1  
  dsxtxxtxx
t
  0 220)1()(  
txtxxxtx )(2   
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Untuk menentukan ),(3 txu , dilakukan cara yang sama, yaitu menentukan 2A , 
diperoleh : 
20
2
12 2)( uuuA   
))(2(2)( 2 txtxxxtxxxtx   
 
Kemudian perhatikan kembali persamaan ),(2 txu , dengan menggantikan s  
dengan t  pada persamaan ),(2 txu  menjadi ),(2 txu sxsxxxsx )(2  sehingga 
diperoleh : 
 







t
xxs dstxguNLuLstxuu
0
~
2223 ),()(),(   
  






t
tttx
0
32 1
3
1
1  
dsA
x
A
x
A
xx
u
xs
u




































2102
2
2
2 1111  
  ttxtxxxtxxtxtxtxtxxxtx ))(2(222)(4
222   
 
  txtx
x
tt 2
214


  
 
Analog cara di atas, diperoleh : 
 44633762334
75
16401763236160
1
),( xtxttxxtxtt
x
txu   
txtxtxtxtxxt 8299474834 201422416040   
58758535410 16048160430 txxtxtxttx   
51241254510511 161616224 txtxtxtxtx   
 
 396415416315
137
22028802721015
1
),( txxttxtxtx
x
txu   
5105117535410 552320384058240392 txtxxtxttx   
72062061366412 64649648040 txtxtxtxtx   
317316216215147 64539021042985600 txtxtxtxtxt   
618518418517417 84015608407501260 txtxtxtxtx   
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8737619519617 12164480672432140 txtxtxtxtx   
1577147124777 3008384134439424768 xttxtxtxtx   
719711717718710716 240128512082240 txtxtxtxtxtx   
21231214595649 100140603360280 txtxxtxtxtx   
513514413414313 10089120236855681456 txtxtxtxtx   
6410611636415 39424168448627206848 txxtxtxttx   
6861461567126 12163936985646081344 txtxtxtxxt   
6616516 098560224030 ttxtx   
 
sehingga akan didapat hampiran dari solusi eksaknya, dan solusi eksak yaitu : 
t
x
txu


1
),(   dimana nilai 10  t  
akurasi penyelesaian dari persamaan (4.4) bergantung banyak iterasi yang 
dilibatkan. 
 Gambar (4.1) menunjukkan bahwa akurasi penyelesaian ),( txu yang 
diperoleh dengan menggunakan modifikasi metode iterasi variasi untuk beberapa 
iterasi terhadap penyelesaian eksak persamaan diferenesial parabolik nonlinier di 
10  t  
 
 
Gambar  4.1  Hampiran penyelesaian persamaan (4.4) dengan xxu )0,(  
pada  10  t  untuk beberapa iterasi.  
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Tabel 4.1 Galat persamaan (4.4) dari masing-masing iterasi dengan  1.0x   
t E1 E3 E5 E7 
0.02 12.39800000 12.38065429 251.8042998 810453108663.6   
0.04 24.89400000 24.73812658 22039.75085 1110879166435.4   
0.08 49.89200000 49.61110323 70932.89996 1210792472797.2   
 
Berdasarkan pada gambar 4.1, dapat dilihat bahwa, kurva yang dibentuk oleh 
),(7 txu  menjauh dari persamaan eksaknya.  
 
Contoh 4.2 (Yavuz ugurlu, 2011) : 
Tentukan penyelesaian persamaan differensial parsial parabolik nonlinier berikut 
ini: 
0)( 2  xxxxt uuuu             (4.5) 
Dengan ,1 dan kondisi awal 
x
xu
1
)0,(   ,  
Penyelesaian : 
Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.5) dilakukan 
dengan menentukan nilai ),(...),,(),,(,),( 321 txutxutxutxu n , namun sebelumnya 
akan ditentukan fungsi pengali Lagrange )( , yaitu : 
 
1
)(
)!11(
)1(
)(
)!1(
)1(
11
1














ts
ts
m
m
m
m
 
 
Selanjutnya 0A , dan 0B  diperoleh dengan 
2
00 ))(( xuA       
                 
4
1
x
   
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xuB )( 00   
                 
2
1
x
  
Sehingga diperoleh ),(1 txu dengan menggunakan persamaan 





t
m
m
ts
m
txutxu
0
1
01 )(
)!1(
)1(
),(),(  
dstxgA
x
txu
s
txu
n














),(
),(),(
0
2
0
2
0  
 
t
txu
0
0 )1(),(  
dstxgAB
x
txu
s
txu












),()(
),(),(
002
0
2
0  
432
21
x
t
x
t
x
t
x
  
Kemudian 1A ,dan 1B  diperoleh : 
2
10 ))(( xuA        
2
3542
2461







x
t
x
t
x
t
x
        
xuB )( 11   
3542
2461
x
t
x
t
x
t
x
  
 
Kembali perhatikan persamaan ),(1 txu , ganti t  dengan s , sehingga menjadi 
4321
21
),(
x
s
x
s
x
s
x
txu  , dan diperoleh : 
 
t
txutxu
0
12 )1(),(),(  
  dsABAB
x
txu
s
txu












)()(
),(),(
11002
1
2
1  
3
22 222
x
tttxx 
  
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Kemudian 2A ,dan 2B  diperoleh : 
2
22 ))(( xuA        




5
2
7
2
6
2
3542
4812014068121
x
t
x
t
x
t
x
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x
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x
t
x
          
2
4
2
46533542
66202422461
2 















x
t
x
t
x
t
x
t
x
t
x
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x
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xuB )( 22   
5
2
7
2
6
2
3542
4812014068121
x
t
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x
t
x
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x
t
x
t
x
  
  
4
2
46533542
66202422461
2
x
t
x
t
x
t
x
t
x
t
x
t
x
t
x
t
x












  
 
Perhatikan kembali persamaan ),(2 txu , ganti t  menjadi s , sehingga menjadi 
3
22
2
222
),(
x
sssxx
txu

  , sehingga diperoleh : 
 
 ),(),( 23 txutxu                  
  dsABABAB
x
txu
s
txut














0
2211002
2
2
2 )()()(
),(),(
)1(  
5
322322324 66312648
x
xttxtxxttxttx 
  
  
Analog cara di atas, akan diperoleh : 
 
 436252678
95
12020120205
1
),( txxtxttxtxx
x
txu   
443543525 120603002128696 txtxxtxtxt   
33324535 48036057602880120 txtxttxt   
xtxt 424 48161560   
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Analog cara diatas, diperoleh ),(7 txu  sebagai berikut :  
 xtxtxtxt
x
txu 6266382
137
3152793696038401008280
1
),(   
37365445 280137462453587234944 txxttxtx   
126465546 43545600825610416021504 xtxttxtx   
1011354425 4271390752199681562240 txtxxttxxt   
93474810292 210672084042420 xttxtxxtxt   
3775566583 79617625203158457122240 xtxtxtxtxt   
57664727 50405040876484414080 xtxtxtxt   
77 0217728014433408 txt   
 
 sehingga akan didapat hampiran dari solusi eksaknya, dan solusi eksak yaitu : 
tx
txu


1
),(   dimana nilai 10  t  
akurasi penyelesaian dari persamaan (4.5) bergantung banyak iterasi yang 
dilibatkan. 
 Gambar (4.2) menunjukkan bahwa akurasi penyelesaian ),( txu yang 
diperoleh dengan menggunakan modifikasi metode iterasi variasi untuk beberapa 
iterasi terhadap penyelesaian eksak persamaan diferenesial parabolik nonlinier di 
2
1
0  t  
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Gambar  4.2  Hampiran penyelesaian persamaan (4.5) dengan 
x
xu
1
)0,(   
pada  05.00  t  untuk beberapa iterasi. 
 
Tabel 4.2 Galat persamaan (4.5) dari masing-masing iterasi dengan  1.0x   
t E1 E3 E5 E7 
0.01 111.1111111 510596888889.4   
1210161538600.3    
2010355179069.2    
0.03 210.5263158 12610.52632 1110536479600.9    
2010805878000.1    
0.05 310.3448276 610176910345.4   1410463179275.2    
2310675370532.1    
 
Berdasarkan pada gambar 4.2, dapat dilihat bahwa, kurva yang dibentuk oleh 
),(7 txu  menjauh dari persamaan eksaknya.  
 
4.2  Persamaan Nonhomogen 
 Pertimbangan kembali persamaan umum diferensial parsial  parabolik  
berikut : 
),( txgNuLu                         (4.6) 
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dengan syarat batas 0),1(),0(  tutu  dan syarat awal )()0,( xfxu  . Persamaan 
pada (4.6) dapat ditulis dalam bentuk operator ),()( txguuLuL xxt    
atau  
)(),( uuLtxguL xxt            (4.7) 
Komponen )(u pada persaman (4.7) berbentuk nonlinier Nu  dan 
t
u
Lt


  
adalah operator diferensial. 
Persamaan (4.7) dikatakan homogen apabila 0),( txg . Untuk menyelesaikan 
persamaan (4.7) dilakukan dengan mengubah persamaan  ke dalam metode iterasi 
variasi  yaitu : 
 dstxguNLuLtxuu nxxnsnn   ),(
~)(),(1         (4.8) 
Selanjutnya akan ditentukan  fungsi pengali Lagrange )(  yaitu : 
1)(
)!1(
)1( 


 m
m
ts
m
  
Kemudian setelah didapat fungsi pengali Lagrange akan ditentukan   
),(1 txu ),(),,( 32 txutxu  diamana )(),(0 xftxu   
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Sehingga didapat nilai nuuu ,..., 21  dan solusi dari persaman (4.8) yaitu: 
).,(lim),( txutxu n
n 
  
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Contoh 4.3 (Wartono, 2010) : 
Tentukan solusi eksak dari  persamaan diferensial nonlinier nonhomogen berikut 
ini 
.2 2xuuu xxt            (4.9) 
dengan masalah nilai awal 2)0,( xxu  ,     
Penyelesaian : 
 Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.9) dengan 
menentukan nilai pengali Lagrange  )(  yaitu :  
1
)(
)!11(
)1(
)(
)!1(
)1(
11
1














ts
ts
m
m
m
m
 
0A  diperoleh dengan : 
2
2
00
12
)(
x
uA xx


 
Untuk memperoleh nilai solusi eksak ),(1 txu  dilakukan dengan mengubah 
persamaan (4.9) kedalam modifikasi metode iterasi variasi. Selanjutnya akan 
ditentukan ),...,(,),(,),( 321 txutxutxu  yaitu : 
 
 
               dsxA
s
u
x
t











0
2
0
02 2  
                          txx
22 10  
Setelah didapat nilai ),(1 txu ,untuk mencari nilai ),(2 txu sama halnya 
dengan  mencari nilai pada ),(1 txu , maka akan ditentukan 2A  sebagai berikut : 
)202(2)202(8404 2221 txxtxxtxxA   
 
Perhatikan kembali persamaan ),(1 txu , ganti t  menjadi s , sehingga menjadi 
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sxxtxu 221 10),(  , dan diperoleh :  
dsxAA
s
u
txutxu
t











0
2
10
1
12 2)(),(),(   
 






t
xtxxtxxx
s
u
txx
0
222122 )202(840412()1(10  
  dsxtx 22 2))202(2   
2222 24034 txtxx   
 
Setelah didapat nilai ),(2 txu ,untuk mencari nilai ),(3 txu sama halnya 
dengan  mencari nilai pada ),(2 txu , maka akan ditentukan 2A  sebagai berikut : 
2222
2 120048036 txtxxA   
Perhatikan kembali persamaan ),(2 txu , ganti t  menjadi s , sehingga menjadi 
2222
2 24034),( sxsxxtxu  , dan diperoleh :  
 
dsxAAA
s
u
txutxu
t











0
2
210
2
23 2)(),(),(   
ttxtxtxxtxtxx )202(2)202(84014 22222 
dsxAAA
s
u
t











0
2
210
1 2)(  
 
322222 120072070 txtxtxx     
 
Analog cara diatas, maka akan dieroleh : 
42322222
5 12614401690569024178),( txtxtxtxxtxu   
523052800 tx  
42322222
7 33533568155016034704334),( txtxtxtxxtxu   
726252 36695808001914071040366494976 txtxtx   
        
),( txun  
sehingga akan didapat hampiran dari solusi eksaknya, dan solusi eksak yaitu: 
2),( xtxu   
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akurasi penyelesaian dari persamaan (4.9) bergantung banyak iterasi yang 
dilibatkan. 
Gambar 4.3 menunjukkan bahwa akurasi penyelesaian ),( txu  yang diperoleh 
dengan menggunakan modifikasi metode iterasi variasi  
 
Gambar 4.3 Hampiran penyelesaian persamaan diferensial parabolik 
nonlinier nonhomogen pada persamaan 4.9 dengan 2)0,( xxu   pada  
025.00  t  untuk beberapa iterasi. 
 
Tabel 4.3 Galat persamaan (4.9) dari masing-masing iterasi dengan  1.0x   
t E1 E3 E5 E7 
0.005 0.00050 0.00368150000 0.01137529940 0.02753503971 
0.015 0.00150 0.01216050000 0.05337142620 0.2004856345 
0.025 0.00250 0.02218750000 0.1325406250 0.7142905234 
 
Berdasarkan pada gambar 4.3, dapat dilihat bahwa, kurva yang dibentuk oleh 
),(7 txu  menjauh dari persamaan eksaknya.  
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KESIMPULAN DAN SARAN 
 
 
5.1 Kesimpulan  
 
Berdasarkan pembahasan dari Tugas akhir ini diperoleh kesimpulan 
sebagai berikut  :  
 
a) Modifikasi metode iterasi variasi dapat menyelesaikan persamaan 
diferensial parabolik nonlinier ),()( txguuu xxt    yang homogen 
0),( txg  maupun yang nonhomogen 0),( txg  berdasarkan masalah 
nilai awal 0),1(),0(  tutu  dan syarat awal )()0,( xfxu  . 
 
b) Hasil yang diperoleh bahwa hampiran penyelesaian persamaan diferensial 
parsial parabolik nonlinier ),()( txguuu xxt    yang homogen 
0),( txg  maupun yang nonhomogen 0),( txg  berdasarkan masalah 
nilai awal 0),1(),0(  tutu  dan syarat awal )()0,( xfxu  , menjauhi 
nilai eksaknya. 
 
5.2 Saran  
 
Tugas akhir ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial 
parabolik nonliner ),()( txguuu xxt   , baik yang homogen 
0),( txg  maupun yang nonhomogen 0),( txg berdasarkan nilai awal 
0),1(),0(  tutu  dan syarat awal )()0,( xfxu   dengan menggunakan 
modifikasi metode iterasi variasi. Bagi pembaca yang berminat 
melanjutkan Tugas akhir ini, penulis sarankan membahas tentang  
penyelesaian persamaan delay menggunakan modifikasi metode iterasi 
variasi, dll.   
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